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Об одном классе взаимных расположений двух 𝑀-кривых степени 4

Н. Д. Пучкова. Национальный исследовательский университет "Высшая школа экономики"
Нижний Новгород, Россия

В первой части 16-й проблемы Гильберта [1] поставлена задача топологической классификации неособых
плоских вещественных алгебраических кривых. На данный момент известна классификация неособых кривых до
седьмой степени включительно.

Данная работа посвящена задаче, примыкающей к этой проблеме: изучению топологии распадающихся алгеб-
раических кривых. Именно, продолжается исследование, начатое в [2], [3], взаимных расположений в вещественной
проективной плоскости R𝑃 2 двух 𝑀 -кривых степени 4, находящихся в максимальном общем положении, то есть
при выполнении следующих условий: 1) эти две кривые являются 𝑀 -кривыми; 2) все точки пересечения этих
кривых лежат на одном овале одной кривой и на одном овале другой кривой; 3) точек пересечения максимальное
число, т. е. 4 · 4 = 16; 4) точки пересечения попарно различны.

Определение 1. Пусть овал 𝑂 целиком лежит в аффинной плоскости1. Рассмотрим незамкнутую ду-

гу без самопересечений, тоже целиком лежащую в аффинной плоскости и пересекающую овал 𝑂 в восьми по-

парно различных точках Эту дугу будем называть образующей дугой. При достаточно малом 𝜀 > 0 граница

𝜀-окрестности этой дуги представляет собой другой овал, который пересекает исходный овал 𝑂 в 16 попарно

различных точках. Этот второй овал будем называть змеёй, а такое взаимное расположение двух овалов будем

называть пересечением ветвей типа “змея, обвивающаяся вокруг овала”.

Определение 2. Пусть в вещественной проективной плоскости R𝑃 2 имеем пересечение двух овалов типа

“змея, обвивающаяся вокруг овала” такое, что один (а, значит, и второй) конец образующей дуги лежит в диске,

ограниченном овалом 𝑂. Отвечающую такой дуге змею назовём “змеёй с концом внутри овала”.

В данной работе будем исследовать змеи с концом внутри овала. Известные сведения об алгебраических
кривых допускают 23 попарно негомеоморфных расположений овала и обвивающей его змеи с концом внутри
овала. Для каждого такого расположения дополнение к пересекающимся овалам в R𝑃 2 состоит из 18 компонент
связности. В этих компонентах связности должны располагаться 6 овалов – по 3 для каждой из пересекающихся
кривых. Количество допустимых попарно различных распределений овалов между этими областями зависит от
топологии объединения пересекающихся овалов. При этом имеется ровно 7 расположений пересекающихся овалов,
для каждого из которых есть ровно по 100 допустимых распределений овалов. Вопрос о реализуемости кривыми
степени 8 именно этих 7× 100 = 700 расположений решается в этой работе. Именно, доказана следующая

Теорема. Существуют только 7 изотопических типов кривых степени 8 типа “змея с концом внутри

овала”, принадлежащих выделенному подклассу, показанные на рис. 1.

Рисунок 1

Запреты доказываются с помощью теоремы Безу и метода Оревкова [4], основанного на теории кос и зацеп-
лений. Построения осуществлены методом малого параметра.

Исследование осуществлено в рамках Программы фундаментальных исследований НИУ ВШЭ.
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1Для овала 𝑀 -кривой степени 4 этого всегда можно добиться, выбрав в качестве бесконечно удаленной прямой аффинной плоскости

слегка сдвинутую двойную касательную к этой кривой.
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